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Mð �¦u

Chuy¶n �· b§t �¯ng thùc câ vai trá r§t quan trång ð bªc trung håc phê
thæng. B§t �¯ng thùc khæng ch¿ l  �èi t÷ñng nghi¶n cùu trång t¥m cõa
�¤i sè v  Gi£i t½ch m  cán l  cæng cö �c lüc trong nhi·u l¾nh vüc kh¡c
cõa to¡n håc. Ta �¢ bi¸t r¬ng c¡c b§t �¯ng thùc trong �a thùc �¢ �÷ñc
nhi·u nh  to¡n håc kh£o s¡t nh÷ Newton, Lagrange, Berstein, Markov,
Kolmogorov, Landau, . . . C¡c b§t �¯ng thùc d¤ng n y công câ thº chùng
minh �÷ñc b¬ng nhi·u ph÷ìng ph¡p kh¡c nhau cõa h¼nh håc nh÷ ph÷ìng
ph¡p v²ctì v  ph÷ìng ph¡p tåa �ë, ph÷ìng ph¡p sè phùc,. . .
Tuy nhi¶n, c¡c d¤ng b§t �¯ng thùc ùng vîi lîp �a thùc têng qu¡t th¼ ng÷íi
ta c¦n �¸n c¡c cæng cö cõa gi£i t½ch (t½nh lçi, lãm) �º kh£o s¡t chóng.

�º �¡p ùng nhu c¦u bçi d÷ïng gi¡o vi¶n v  bçi d÷ïng håc sinh giäi v 
n¥ng cao nghi»p vö cõa b£n th¥n v· chuy¶n �· b§t �¯ng thùc v  cüc trà
sinh bði c¡c �a thùc �¤i sè ba bi¸n, tæi chån �· t i luªn v«n "B§t �¯ng
thùc v  cüc trà sinh bði c¡c �a thùc �¤i sè ba bi¸n".

Luªn v«n n y nh¬m cung c§p mët sè d¤ng b§t �¯ng thùc v  cüc trà sinh
bði c¡c �a thùc �¤i sè còng mët sè d¤ng li¶n quan.

Luªn v«n gçm ph¦n mð �¦u, k¸t luªn v  3 ch÷ìng.
Ch÷ìng 1. �a thùc v  c¡c h» thùc li¶n quan.
Ch÷ìng 2. C¡c b§t �¯ng thùc sinh bði c¡c �a thùc �¤i sè ba bi¸n.
Ch÷ìng 3. C¡c d¤ng to¡n cüc trà sinh bði c¡c �a thùc �¤i sè ba bi¸n.
Möc �½ch cõa �· t i luªn v«n l  kh£o s¡t mët sè lîp b§t �¯ng thùc v 

cüc trà sinh bði c¡c �a thùc �¤i sè ba bi¸n v  x²t c¡c mð rëng cõa chóng
�º ¡p döng trong kh£o s¡t c¡c b i to¡n cüc trà li¶n quan.

T¡c gi£ xin b y tä láng bi¸t ìn s¥u sc tîi GS.TSKH. Nguy¹n V«n Mªu
�¢ tªn t¼nh h÷îng d¨n v  gióp �ï t¡c gi£ trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp
v  nghi¶n cùu luªn v«n. T¡c gi£ công xin b y tä láng bi¸t ìn ch¥n th nh
tîi c¡c Th¦y Cæ trong khoa To¡n-Tin tr÷íng �¤i håc Khoa håc, �¤i håc
Th¡i Nguy¶n �¢ gi£ng d¤y v  gióp �ï cho t¡c gi£ trong suèt thíi gian håc
tªp t¤i Tr÷íng.
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�çng thíi, t¡c gi£ công xin gûi líi c£m ìn tîi gia �¼nh v  c¡c b¤n �çng
mæn �¢ luæn gióp �ï v  �ëng vi¶n tæi trong thíi gian håc tªp v  trong qu¡
tr¼nh ho n th nh luªn v«n.

Th¡i Nguy¶n, 12 th¡ng 05 n«m 2019.

T¡c gi£

D÷ìng Cæng Cø
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Ch÷ìng 1. �a thùc v  c¡c h» thùc

li¶n quan

Möc �½ch cõa ch÷ìng n y l  tr¼nh b y mët sè b§t �¯ng thùc cê �iºn
li¶n quan �¸n �a thùc nâi chung, �a thùc bªc ba nâi ri¶ng v  x²t mët sè
h» thùc cì b£n. Mët ph¦n cõa ch÷ìng n y �÷ñc d nh �º n¶u v· �a thùc
bªc ba v  c¡c h» thùc trong tam gi¡c. C¡c k¸t qu£ ch½nh cõa ch÷ìng �÷ñc
tham kh£o tø c¡c t i li»u [2], [3].

1.1 Mët sè b§t �¯ng thùc cê �iºn li¶n quan �¸n �a thùc

�ành ngh¾a 1.1. Cho A l  mët v nh giao ho¡n câ �ìn và. Ta gåi �a thùc
bªc n bi¸n x l  mët biºu thùc câ d¤ng

fn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 (an 6= 0), (1.1)

trong �â c¡c ai ∈ A �÷ñc gåi l  h» sè, an l  h» sè cao nh§t v  a0 l  h» sè
tü do cõa �a thùc.

Bªc cõa �a thùc fn(x) l  sè mô cao nh§t cõa lôy thøa câ m°t trong (1.1)
v  �÷ñc kþ hi»u l  deg(f). Khi �â n¸u trong (1.1) an 6= 0 th¼ deg(f) = n.

N¸u ai = 0, i = 1, . . . , n v  a0 6= 0 th¼ ta câ bªc cõa �a thùc l  0.
N¸u ai = 0, i = 0, . . . , n th¼ ta coi bªc cõa �a thùc l  −∞ v  gåi �a

thùc khæng (nâi chung th¼ ng÷íi ta khæng �ành ngh¾a bªc cõa �a thùc
khæng). Tªp hñp t§t c£ c¡c �a thùc vîi h» sè l§y trong v nh A �÷ñc kþ
hi»u l  A[x].

Khi A = K l  mët tr÷íng th¼ v nh K[x] l  mët v nh giao ho¡n câ �ìn
và. Ta th÷íng x²t A = Z, ho°c A = Q ho°c A = R ho°c A = C. Khi �â,
ta câ c¡c v nh �a thùc t÷ìng ùng l  Z[x], Q[x], R[x], C[x].
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C¡c ph²p t½nh tr¶n �a thùc

Cho hai �a thùc

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0,

g(x) = bnx
n + bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0.

Ta �ành ngh¾a c¡c ph²p t½nh sè håc

f(x) + g(x) = (an + bn)x
n + · · ·+ (a1 + b1)x+ a0 + b0,

f(x)− g(x) = (an − bn)xn + · · ·+ (a1 − b1)x+ a0 − b0,

f(x)g(x) = c2nx
2n + c2n−1x

2n−1 + · · ·+ c1x+ c0,

trong �â

ck = a0bk + a1bk−1 + · · ·+ akb0, k = 0, . . . , n.

C¡c t½nh ch§t cì b£n

�ành lþ 1.1. Gi£ sû A l  mët tr÷íng, f(x) v  g(x) 6= 0 l  hai �a thùc
cõa v nh A[x], th¸ th¼ bao gií công câ c°p �a thùc duy nh§t q(x) v  r(x)
thuëc A[x] sao cho

f(x) = g(x)q(x) + r(x) vîi deg r(x) < deg g(x).

N¸u r(x) = 0 ta nâi f(x) chia h¸t cho g(x).

Gi£ sû a l  ph¦n tû tòy þ cõa v nh A, f(x) =
n∑

i=0
aix

i l  �a thùc tòy

þ cõa v nh A[x], ph¦n tû f(a) =
n∑

i=0
aia

i câ �÷ñc b¬ng c¡ch thay x bði a

�÷ñc gåi l  gi¡ trà cõa f(x) t¤i a.
N¸u f(a) = 0 th¼ ta gåi a l  nghi»m cõa f(x). B i to¡n t¼m c¡c nghi»m

cõa f(x) trong A gåi l  gi£i ph÷ìng tr¼nh �¤i sè bªc n trong A.

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0 (an 6= 0).

�ành lþ 1.2. Gi£ sû A l  mët tr÷íng, a ∈ A v  f(x) ∈ A[x]. D÷ sè cõa
ph²p chia f(x) cho x− a ch½nh l  f(a).

�ành lþ 1.3. a l  nghi»m cõa f(x) khi v  ch¿ khi f(x) chia h¸t cho (x−a).
Gi£ sû A l  mët tr÷íng, a ∈ A, f(x) ∈ A[x] v  m l  mët sè tü nhi¶n lîn
hìn ho°c b¬ng 1. Khi �â a l  nghi»m bëi c§p m cõa f(x) khi v  ch¿ khi
f(x) chia h¸t cho (x− a)m v  f(x) khæng chia h¸t cho (x− a)m+1.
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Trong tr÷íng hñp m = 1 th¼ ta gåi a l  nghi»m �ìn cán khi m = 2 th¼ a
�÷ñc gåi l  nghi»m k²p. Sè nghi»m cõa mët �a thùc l  têng sè c¡c nghi»m
cõa �a thùc �â kº c£ bëi cõa c¡c nghi»m (n¸u câ). V¼ vªy, ng÷íi ta coi mët
�a thùc câ mët nghi»m bëi c§p m nh÷ mët �a thùc câ m nghi»m tròng
nhau.

L÷ñc �ç Horner

Gi£ sû

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ A[x]

(vîi A l  mët tr÷íng). Khi �â th÷ìng g¦n �óng cõa f(x) cho (x − a) l 
mët �a thùc câ bªc b¬ng n− 1, câ d¤ng

q(x) = bn−1x
n−1 + · · ·+ b1x+ b0,

trong �â

bn−1 = an, bk = abk+1 + ak+1, k = 0, . . . , n− 2,

v  d÷ sè r = ab0 + a0.

�ành lþ 1.4 (�ành l½ Vi±te).
a. Gi£ sû ph÷ìng tr¼nh

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0 (an 6= 0) (1.2)

câ n nghi»m (thüc ho°c phùc) x1, x2, . . . , xn th¼

E1(x) := x1 + x2 + · · ·+ xn = −an−1
an

E2(x) := x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn =
an−2
an

. . . . . . . . . . . . . . .

En(x) := x1x2 . . . xn = (−1)na0
an
.

(1.3)

b. Ng÷ñc l¤i n¸u c¡c sè x1, x2, . . . , xn thäa m¢n h» tr¶n th¼ chóng l 
nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (1.2). H» (1.3) câ n th nh ph¦n v  ð v¸ tr¡i cõa
th nh ph¦n thù k câ Ck

n sè h¤ng.
c. C¡c h m E1(x), E2(x), . . . , En(x) �÷ñc gåi l  h m (�a thùc) �èi xùng

sì c§p Vi±te bªc 1, 2, . . . , n, t÷ìng ùng.

�ành lþ 1.5. Méi �a thùc thüc bªc n �·u câ khæng qu¡ n nghi»m thüc.
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H» qu£ 1.1. �a thùc câ væ sè nghi»m l  �a thùc khæng.

H» qu£ 1.2. N¸u �a thùc câ bªc ≤ n m  nhªn còng mët gi¡ trà nh÷ nhau
t¤i n+ 1 �iºm ph¥n bi»t cõa �èi sè th¼ �â l  �a thùc h¬ng.

H» qu£ 1.3. Hai �a thùc bªc ≤ n m  nhªn n + 1 tròng nhau t¤i n + 1
�iºm ph¥n bi»t cõa �èi sè th¼ chóng �çng nh§t b¬ng nhau.

�ành lþ 1.6. Måi �a thùc f(x) ∈ R[x] câ bªc n v  câ h» sè ch½nh (h» sè
cao nh§t) an 6= 0 �·u câ thº ph¥n t½ch (duy nh§t) th nh nh¥n tû d¤ng

f(x) = an

m∏
i=1

(x− di)
s∏

k=1

(x2 + bkx+ ck)

vîi di, bk, ck ∈ R, 2s+m = n, b2k − 4ck < 0, s,m, n ∈ N∗.

�ành ngh¾a 1.2. 1) Måi nghi»m x0 cõa �a thùc (1.1) �·u thäa m¢n b§t
�¯ng thùc

|x0| ≤ 1 +
A

|a0|
, A = max

1≤k≤n
|ak|.

2) N¸u am l  h» sè ¥m �¦u ti¶n cõa �a thùc (1.1) th¼ sè 1 + n

√
B

am
l 

cªn tr¶n cõa c¡c nghi»m d÷ìng cõa �a thùc �¢ cho, trong �â B l  gi¡ trà
lîn nh§t cõa mæ�un c¡c h» sè ¥m.

3) Khi �a thùc fn(x) d¤ng (1.1) vi¸t d÷îi d¤ng fn(x) = g(x)q(x) vîi
deg(g) > 0 v  deg(q) > 0 th¼ ta nâi g l  ÷îc cõa fn(x) v  ta vi¸t g(x)|fn(x)
hay fn(x)

...g(x).
N¸u g(x)|f(x) v  g(x)|h(x) th¼ ta nâi g(x) l  ÷îc chung cõa f(x) v 

h(x).
N¸u hai �a thùc f(x) v  h(x) ch¿ câ ÷îc chung l  c¡c �a thùc bªc 0 th¼

ta nâi r¬ng chóng nguy¶n tè còng nhau v  vi¸t (f(x), h(x)) = 1.

�ành lþ 1.7. �i·u ki»n c¦n v  �õ �º hai �a thùc f(x) v  h(x) nguy¶n tè
còng nhau l  tçn t¤i c°p �a thùc u(x) v  v(x) sao cho

f(x)u(x) + h(x)v(x) ≡ 1.

T½nh ch§t 1.1. N¸u c¡c �a thùc f(x) v  g(x) nguy¶n tè còng nhau v 
c¡c �a thùc f(x) v  h(x) nguy¶n tè còng nhau th¼ c¡c �a thùc f(x) v 
g(x)h(x) công nguy¶n tè còng nhau.

T½nh ch§t 1.2. N¸u c¡c �a thùc f(x), g(x), h(x) thäa m¢n �i·u ki»n
f(x)h(x) chia h¸t cho g(x), g(x) v  h(x) nguy¶n tè còng nhau th¼ f(x)
chia h¸t cho g(x).
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T½nh ch§t 1.3. N¸u �a thùc f(x) chia h¸t cho c¡c �a thùc g(x) v  h(x)
vîi g(x) v  h(x) nguy¶n tè còng nhau th¼ f(x) chia h¸t cho g(x)h(x).

T½nh ch§t 1.4. N¸u c¡c �a thùc f(x) v  g(x) nguy¶n tè còng nhau th¼
[f(x)]m v  [g(x)]n s³ nguy¶n tè còng nhau vîi måi m,n nguy¶n d÷ìng.

Mët sè b§t �¯ng thùc �¤i sè cì b£n

Trong ph¦n n y tr¼nh b y c¡c b§t �¯ng thùc li¶n quan �¸n c¡c �a thùc
�¤i sè cì b£n.

�ành lþ 1.8 (B§t �¯ng thùc giúa trung b¼nh cëng v  trung b¼nh nh¥n).
Gi£ sû x1, x2, . . . , xn l  c¡c sè khæng ¥m. Khi �â

x1 + x2 + · · ·+ xn
n

≥ n
√
x1x2 . . . xn. (1.4)

D§u �¯ng thùc x£y ra khi v  ch¿ khi x1 = x2 = . . . = xn.

B§t �¯ng thùc (1.4) câ trong nhi·u t i li»u b¬ng ti¸ng Vi»t v  �÷ñc gåi
l  b§t �¯ng thùc Cæsi (Cauchy). Tuy nhi¶n, trong c¡c t i li»u n÷îc ngo i
b§t �¯ng thùc tr¶n câ t¶n ti¸ng Anh l  �AM-GM Inequality�, cho n¶n v·
sau, ta gåi b§t �¯ng thùc (1.4) l  �B§t �¯ng thùc giúa trug b¼nh cëng v 
trung b¼nh nh¥n�.

B§t �¯ng thùc (1.4) kh¡ quen thuëc vîi �a sè b¤n �åc v  �¢ �÷ñc chùng
minh trong nhi·u t i li»u b¬ng ti¸ng Vi»t, n¶n chóng tæi s³ khæng tr¼nh
b y chùng minh m  ch¿ x²t v½ dö ¡p döng.

V½ dö 1.1. Cho c¡c sè khæng ¥m x, y, z. Chùng minh b§t �¯ng thùc
x

2
+
y

3
+
z

6
≥ x1/2y1/3z1/6.

Líi gi£i. B§t �¯ng thùc �¢ cho t÷ìng �÷ìng vîi

3x+ 2y + z

6
≥ 6
√
x3y2z.

Ta vi¸t v¸ tr¡i cõa b§t �¯ng thùc tr¶n ð d¤ng

3x+ 2y + z

6
=
x+ x+ x+ y + y + z

6
.

Theo b§t �¯ng thùc giúa trung b¼nh cëng v  trung b¼nh nh¥n ta câ

3x+ 2y + z

6
=
x+ x+ x+ y + y + z

6
≥ 6
√
x3y2z.

B§t �¯ng thùc �÷ñc chùng minh.


